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A partir d’une variete de contact et d’une variete symplectique munie d’une fonction reelle 
positive on construit une nouvelle variete symplectique. On montre en quoi cette methode est une 
generalisation de la procedure d’Arnold de symplectisation des varietes de contact. On donne 
ensuite quelques exemples d’applications a la construction de varietes symplectique avec symetries. 
1. CONSTRUCTION &NcRALE 
Nous rappelons qu’une forme de contact sur une variete Y est une 1-forme 
differentielle o verifiant la propriete suivante: 
(1) ker(m) tl ker(do) = (0). 
Le champ de Reeb de la variett de contact (Y,o) est le champ de vecteurs r 
defini par les equations: 
o(r) = 1 et ker(do) = R. <. 
Nous noterons X le quotient de Y par le feuilletage de Reeb et n : Y-+X la pro- 
jection canonique, si ce feuilletage est s&cable: si en chaque point de Y passe 
une transversale qui coupe chaque feuille en un point et un seul, X possede une 
structure de variete differentiable unique pour laquelle rc est une submersion, 
la 2-forme CT definie par: 
(2) n%=dw 
munit X d’une structure naturelle de variete symplectique. 
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Etant don& une variete V on notera pr, et pr, les projections canoniques 
du produit Yx V respectivement sur Y et V. 
PROPOSITION 1.1. Soient (Y,w) une variete de contact et 5 son champ de 
Reeb, soient (V,E) une variete symplectique t h une fonction differentiable 
reelle strictement positive definie sur V. La 2-forme a definie sur le produit 
YX Vpar: 
o = dlw3h)priW)l- Pri%) 
est pre-symplectique t son feuilletage caracteristique, de dimension 1, est en- 
gendre par le champs de vecteurs n : 
(3) WY, u) E Yx V MY, VI= (t(y), grad h(u)). 
DGMONSTRATION. On note (y, u) une point du produit Yx V et (6y,&) un 
vecteur tangent au point (y, u). Le noyau de la forme (x au point (y, u) est defini 
par le systeme d’equations: 
dh(du)w + h(o)dw(oy, .) = 0 
w(6y)dh + E(&, .) = 0. 
On deduit de la deuxieme equation: 
a(&, .) = -o(oy)dh * 6~ = w(6y) grad h, 
qui reporte dans la premiere donne: 
h(u)dw(du, .) = 0. 
Puisque h est partout non nul on deduit que Sy E ker(dcu) c’est a dire Sy = t[( y) 
oh t E R, ce qui donne alors 6u = t grad h, d’ou le resultat. n 
On notera A4 le quotient Y x, V de Y x V par le feuilletage caracteristique de 
(Y, et p la projection canonique de Yx V sur M. La projection pr, de Yx V sur 
son premier facteur Y s’envoie naturellement sur une application 75 comme 
l’indique le diagramme commutatif suivant: 
Ce diagramme n’est pas toujours un diagramme en varietes (nous discuterons 
plus loin de cette question), toutefois si le feuilletage q est s&able le quotient 
M est naturellement une variete differentiable telle que p soit une submersion; 
dans ce cas le quotient A4 herite naturellement d’une forme symplectique y 
definie par: 
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(5) P*(Y) = o!* 
le couple (M, y) sera alors appele symplectisk de la vari& de contact (Y, o) par 
(v,e,h). 
REMARQUE 1.2. Chaque fois qu’un des feuilletages R. < sur Y ou R. grad h 
sur Vest s&able (la distribution vectorielle R. grad h n’est pas toujours a propre- 
ment parler un feuilletage), le feuilletage caracteristique de a l’est aussi. C’est 
ce qui arrive quand on choisit pour V le revi$tement universe1 R x IO, 00 [ du plan 
complexe prive de l’origine: C* = C - { 0} . La 2-forme E est le releve du volume 
de C defini par: 
(6) Surf,=idzAdZ 
En posant z =@e” on obtient: E = 2ede A dtl. On choisit h(u) = e2, oti u = (0, e) E 
Rx IO, 03[, son gradient est don& par grad h(u) = (- 1,O). L’equation differen- 
tielle du/dt = grad h s’integre explicitement par (t, 0, Q) C* (0 - t, Q). Le feuilletage 
defini par grad h est s&able, on peut choisir la section globale du feuilletage 
caracteristique q definie par f3= 0 pour identifier M au produit Yx]O, a~[; la 
forme symplectique s’ecrit alors: 
(7) y=d(e2w). 
On reconnait la construction d’Arnold de symplectisation de varietes de con- 
tacts [Arn76]: la construction que nous proposons ici est done une generalisation 
de la methode de symplectisation d’Arnold. 
REMARQUE 1.3. La methode de symplectisation que nous venons de decrire 
s’etend trivialement au cas dCgCnCrC: Y = R (ou encore Y = St) et o = dt l’ele- 
ment de volume canonique. Le vecteur r est alors defini uniquement par l’equa- 
tion o(t) = 1 et la 2-forme a est encore presymplectique elle s’ecrit simplement, 
avec quelques abus de notations: dh A dt - E, il n’est d’ailleurs plus necessaire 
que h soit strictement positif. On peut choisir comme variete symplectique un 
espace cotangent muni de sa structure symplectique canonique: (V, E) = 
(T*Q, Liouv) auquel cas cette construction decrit un systeme dynamique 
d’espace de configuration Q, d’espace d’evolution Rx T*Q et de hamiltonien 
h (voir [Sou69]). 
REMARQLJE 1.4. Etant don&e la variete symplectique (V, E) on peut toujours 
choisir pour h une fonction constante, par exemple h(u) = 1. On a grad h = 0 et 
done M=Xx V. Lorsque X est une variete, M=Xx V est une variete sym- 
plectique et on a, avec quelques abus de notations: y = o - E, oh CJ est la forme 
symplectique canonique de X (definie par 2). Cette mtthode de symplectisation 
peut done aussi apparaitre comme une generalisation du produit symplectique. 
REMARQUE 1.5. Un autre cas particulier interessant est celui pour lequel la 
variete Y est un produit direct Xx F, oti F= R ou S1 . La forme de contact o 
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s’ecrit w = 8 + 0 oh 0 est la forme de Maurer-Cartan du groupe F, la forme 
symplectique sur X est alors cr = da. La encore M=Xx V mais la structure 
symplectique y est don&e par: y = d(hQ) - E. 
2. PLONGEMENTS ET RGDUCTIONS 
On se place dans le cadre des hypotheses du paragraphe 1 et on utilise les 
memes notations. 
Soit u0 E I/ un point singulier de h : grad h(o,) = 0. L’application de Y dans A4 
definie par: y - p(y, no), est constante le long des feuilles du champ de Reeb de 
la forme de contact w; elle se factorise en une application s de X dans M. I1 
est clair que s est une section de la projection TC (voir diagramme 4). Si le dia- 
gramme 4 est un diagramme en variete, o designant la forme symplectique 
canonique de X et y celle de A4, on a immediatement: 
(8) s*y=E.a avec E=h(u,). 
L’image de la section s est une nappe de points critiques pour la fonction: 
(9) &p(_Y, u) ++ h(v). 
Cette nappe est symplectique pour la structure induite: chaque point critique du 
hamiltonien h definit une nappe symplectique de points critique de ~similaire 
g (X, a) dans la variete sympletisee M, le coefficient de similitude &ant la valeur 
du hamiltonien au point en question. 
Considerons maintenant une valeur regulihe E E 1903 [ du hamiltonien feuille- 
tages definis sur Y x V,C Yx Vengendres par les champs de vecteurs 1;1: (y, o) u 
(l(y), grad h(u)) et 4 : (y, u) H (0, grad h(u)). Si chaque feuille du premier ne ren- 
contre chaque feuille du second qu’en un point et un seul, les quotients Y x,, VE 
et Y x WE, oti TV’,= V,/grad h, sont semblables. Le sous-espace M,CM defini 
par l’equation 6= E s’identifie alors a Y x WE. Reduire symplectiquement ME 
revient alors a reduire Y, on a M,/ker( y 1 ME) = XX WE, la forme symplectique 
dont on herite sur cet espace s’ecrit Ea- &E oti &E est la forme symplectique 
naturelle sur WE obtenue par reduction. 
3. ACTIONS DE GROUPES 
On se place dans le cadre des hypotheses du paragraphe 1 et on utilise les 
memes notations. 
Considerons une transformation de contact sur (Y, w), c’est a dire un diffeo- 
morphisme f de Y preservant o, et un diffeomorphisme symplectique (sym- 
plectomorphisme) g de (V, E) invariant le hamiltonian h: 
(10) f*O=O g*&=& hog=h. 
Le couple (f; g) agit sur le produit Yx V par (y, u) Y (f(y), g(u)), c’est un 
diffeomorphisme qui preserve la 2-forme pre-symplectique a et par consequent 
son feuilletage caracttristique (engendre par le champ de vecteur ye). Le couple 
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(f, g) induit done sur A4 une bijection qui est un symplectomorphisme lorsque 
A4 est une variete. On a les cas particuliers suivants: 
1. Soit G un groupe de Lie agissant differentiablement sur Y par transforma- 
tions de contact. Soit % l’algebre de Lie de G et ZE 9, on note Z, le champ 
de vecteurs fondamental defini par Z sur Y. On note I,V le moment de G sur Y, 
c’est l’application de Y dans le dual FJ* de $J definie par: 
(11) w : Y ++ tz - dZYW)l. 
L’action de G sur A4 definie plus haut herite d’un moment fi don& par: 
(12) V(Y, u) E Yx v QOP(Y, u) = h(U)ly(Y). 
C’est grace a cette remarque qu’on a construit une grande classe de SG(3)- 
varittes symplectiques de dimension 4 (voir [Ig184]). 
2. On considbe de la meme facon une action hamiltonienne d’un groupe de 
Lie K sur (V, E) de moment 0, qui preserve la fonction h. L’action de K sur M 
d&rite plus haut est hamiltonienne et son moment 6 herite de 0 est don& par: 
(13) V(Y, u) E yx v &P(Y, u) = -O(u). 
Supposons que le gradient de h soit integrable, il definit une action differen- 
tiable de R sur V qui verifie les hypotheses ci-dessus, on a done une action 
hamiltonienne de R sur M, le hamiltonien &ant donne par hp( y, u)) = -h(u). 
C’est cette remarque qui nous permettra plus loin de construire une grande 
classe de U(l)-varietes symplectiques de dimension 4. 
4. CAS DES VARIGT6.S QUANTIQUES 
Dans les chapitres precedents nous avons parle sans trop de precautions des 
quotients X= Y/ker do, M= Yx, V et autres. Nous aurions pti donner un 
cadre rigoureux a ces constructions generales (par exemples celui des espaces 
differentiables [Ig187]) mais ceci n’aurait pas apporte beaucoup plus qu’une 
justification formelle. 11 existe pourtant des situations oh les constructions 
precedentes dtfinissent a chaque &ape de varietes differentiables, par exemple 
lorsque la variete de contact (Y, o) est une variete quantique: le feuilletage de 
Reeb est donne par l’action principale du groupe U(1) [Sou69], et lorsque h est 
le moment d’une action hamiltonienne de CJ( 1) sur (I’, E). C’est dans ce cadre 
que nous allons nous placer maintenant. 
On peut attacher canoniquement a la variete quantique (Y, o), la symplectisa- 
tion par (C, Surf,) (voir formule 6). Cette structure symplectique est invariante 
par l’action naturelle de U(1) dont le moment h, que l’on veut partout non nul, 
est defini a une constante additive a pres par: 
(14) h:z-Zz+a a>O. 
La variett symplectisee A4 est le quotient de Y x C par l’action diagonale de 
U(l), c’est le fibre en droite Y xuclj C au dessus de X associe a la fibration 
principale n : Y -+ X, il se trouve ainsi canoniquement muni d’une structure 
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symplectique. Les feuilles de la fibration p : M+ X sont des varietes symplec- 
tiques (on rappelle que X= Y/U(l)). Le fib& Yxo(t)C*, ob C*= C - (0) est 
Cgal a Y x Lr(,) C prive de la section nulle. On peut I’identifier a Y x 10, a~[ grace 
a la projection p : (y, z) - (y’, Q) definie par: 
(15) - yj=-&._y et e=fi. 
La forme symplectique y restreinte a YX,(,) C* est donnee (modulo cette iden- 
tification) par la formule: 
(16) Y I Yx.(,,C*=~Ke2+@4 
Cette formule peut etre verifiee immediatement en utilisant la section differen- 
tiable s : Y x 10, oo[ + Yx C de la projection p definie par s(y, Q) = (y, Q). On 
reconnait la encore pour la valeur a=0 (valeur admise pour C*) la formule 
d’Arnold d’extension symplectique des varietes de contact [Arn76]. La con- 
struction presentte ici est done, en quelque sorte, une desingularisation dans le 
cas des varietts quantiques de la construction d’Arnold. Mais on a dQ pour cela: 
1. ajouter une constante strictement positive au moment de U(1) 
2. prolonger le produit Yx]O, oo[ par le fibre Y xo(,,C. 
REMARQUE 4.1. On peut commenter topologiquement ces constructions: le 
fibre associe Y x,(r) C peut Ctre interprtte comme le cylindre ouuert de la pro- 
jection 71: Y + X, construction qui revient a remplacer, dans le cone ouvert sur 
Y, le sommet par l’espace X [RF81]. L’espace Y xo(t) C* s’interprete alors 
comme l’espace Y x U(1) C -X, ou X s’immerge par la section nulle. 
EXEMPLE 4.2. En particulier, pour la fibration de Hopf p: S3 ,-+ S2 muni de 
la forme de contact canonique: 
(17) o=iZdZ ZEST. 
L’extension symplectique S3 X o(t) C de S3 par C est l’espace C2 &late en zero, 
tandis que S3 xUcl) C* n’est autre que C2 - (0) (le cone sur S3 est Cvidemment 
homtomorphe a C’). 
La forme symplectique y restreinte a S3 xUo)C*=C2- (0) (formule 16) 
s’ecrit alors, modulo l’identification (Z, Q) w c = QZ comme la derivee exterieure 
de la l-forme: 
_ 
(18) 
i Cdr. 
On remarque qu’on retrouve pour le cas a= 0 (valeur qui est ici admise) la 
1 -forme canonique icdr. 
REMARQUE 4.3. On considtre maintenant le potentiel suivant de la structure 
de C: la 1-forme v dtfinie sur C par: 
224 
‘alIp wauIaldo.Id 
uogmpy ap scd B d,u I! aIIanbt?I mod apu uopas q Isa ayd.xowo~~aIdurl(s 
J!OS !nb aInas ~1 ‘(D ‘x) e sa+v~~ur~s yuatualnas ~10s ‘ 1 z 2 p.n?~suo~ watuotu e 
sal!npy sy?i-~e~ sal I = v SW al smp anb ~anb.mua~ m?J 11 *yawyaM-uaps.n?&y ap 
anbyaldtul(s uoympy e[ ap aImp uoymwuo3 aun awwo3 a%yd~aw,s asod 
-old uo,nb anb!paldurlCs uolsualxa,p apoyl?tu el ‘uopenyrs alla3 t? a?nb!lddv 
‘(m ‘A) v aydlouros! (D ‘x) aseq ap pr?~uo~ ap ?~?!.IEA aun Isa *MI y?yelz el 
‘v- I =2_2 (sz) 
:a.up ? Isa,3 ‘I =g mod 
anb mop 110~ u() '0~ T+? alEi@ mop Isa x Ins al!npuy anby3aIdwICs aur_IoJ ET 
-3tm3 aS?walI!naj al wanlgsuo3 (I)fl ap sauqlo saI :xm y [PLM~] uialsu!aM 
-uaps.n?l/y ap anbysaIdu& uopmpy ap apoy$?w “1 .IanbgddE wad ug euo!~~e 
alla3 ap luatuow aI s.~o~r? Isa _y ‘3 xx 3 (2 ‘Ic) ‘( I)fl 3 1 no (22 ‘iC)d= (2 ‘rC. l)d 
= (2 ‘+I. 1 led TD! ~ur?ss@z ‘_y Ins wauraIt?d!m!ld ayqg ‘( I)fl ap sa$yq.Io,p 
uogy aun Isa ‘3~ yq!.~er\ q ‘2 >v > 0 is ‘Dv ? apZ3q Isa ‘x + 3(1)RxX : g 
uo!pa[oId ~1 .nzd “jy v L ap uo!$+wa.I ~1 ap aVal!p a%mm,~ anb agy.+ 
uo ‘x + 3 ([JR xx yqg np allnu uog3as tz~ Isa “m y+ye~ q Ia 0 = 2 ‘v =,y !s 
‘{V-rJ=2_2 / 3 (‘)flXA 3 (2‘X)d) =gJy (EZ) 
:a.up y Isa,3 ‘0~2 ‘(z aJlrdey3) g=g~ 1 _y :nzd a!uy?p 
fl ap 3~ y?i.n?A-snos el ‘0 <v IBJ~U~~ se3 aI smp ‘weuawyu aJ?prsuos ug 
.aursydlowolzaldwils un Isa x c 3 (r)flx x : IL uo!mqg 
~1 ap aIInu uogzas ~1 anb anb.mual uo suo!~!puo~ sa3 suea . I = v .ma[eA r?~ sr?d 
a8ueyD au ya3 s~m.u ‘A y a?urlaJ awz!.mwy atwo aun popd v lamo[m mad ug 
‘I +2_2=(2)y (zz) 
:a.up y Isa,3 ‘I .maIeA ~1 F (PI) a~nmoj el ap v ammu “1 slop2 axg 
1n3jm a7 ‘(A ‘jy) as&?q ap anbguenb ?$?~EA aun Isa (07 ‘3 xx) aIdno aI uog!puo3 
aIIanb B a_up y Isa,3 ‘MI + 3 xx : d uogwqy &?I ap apzdpu!ld uoyxauuo3 aun Isa 
A - (m)$d(y)$d = 9 (IZ) 
:c, awoJ-I el uoy!puo~ aIlanb y slole lapueurap as lnad ug 
*[A - (m)$d(y)$d]p= x) (oz) 
:a.ma!lyxa a?,y.I?p el aumo3 ‘3 xx ms agap ‘w anby3aIdurds?.Id 
awoj r?l a.ys? S~OIE lnad LIO .( I)n ap UO~X,I .md am?y?Au! wauu.uapiA? Isa !nb 
‘pp2-2p21; =A (61) 
sow-variete MEC Y x UoJ I/ a moment constant: /i= E, est un sous-fibre trivial 
sur X, associe a la fibration n : Y+ X, de fibre type la sous-variete VEc V 
definie par l’equation h = E. Le feuilletage caracteristique de y 1 ME est l’image 
(par l’association) de celui de E 1 V,, sur V,. La variete reduite M,/ker(y 1 ME) 
est diffeomorphe produit Xx W, muni de la structure symplectique Eo - cE oh 
(W,, Ed) est la reduite de (V, E) a moment constant E. Dans le cas particulier 
V= C, la variett V, est un cercle dont la reduite W, est un point. 
5. EXEMPLES D’EXTENSIONS 
On considere le fib& rc : SO(3) ct S2 oti le groupe SO(3) est identifie au fibre 
tangent unitaire de la sphere S2. 11 est muni de I’action de SO(2) qui, en tout 
point (x, u), consiste a faire tourner le vecteur u autour du point x. 11 existe une 
forme de connexion canonique sur SO(3) dont la courbure est l’element de 
surface canonique de S2, note Surfs?. L’extension symplectique par C est iso- 
morphe au fibre tangent de la sphere S2, la forme symplectique est alors in- 
variante par SO(3), elle a pour S0(3)-moment equivariant l’application: 
(26) V(x, u) E T,(S2) (x, u) c* (+I% + a)x. 
On deduit des resultats exposes dans [Ig184] qu’il existe un diffeomorphisme de 
T(S2), Cquivariant l’action de SO(3), et transportant la forme symplectique 
sur la suivante: 
(27) aa Surfs2 + dxr\dv. 
On a deja decrit dans [Ig184] comment obtenir, grace a cette construction, 
certaines classes de S0(3)-varietes symplectique de dimension 4. Dans [Aud88] 
Michele Audin decrit une methode de construction de toutes les varietes W 
compactes de dimension 4 munies d’une action hamiltonienne non triviale de 
U(l), on peut se demander alors quelles sont celles que l’on retrouve par notre 
methode d’extension. 
On considere done W= Yx (iclj V, puisque dim(W) =4 on doit avoir 
dim(Y) = 3, dim(X) = 2 (X= Y/U(l)), et dim(V) = 2, puisque W est compacte 
X et V sont compactes. Y est done un fibrt principal U(1) au dessus d’une sur- 
face X = Xg de genre arbitraire g. Quant a V c’est une surface a priori de genre 
g’, mais sur laquelle opere differentiablement U(l), on peut Cvidemment sup- 
poser l’action de U(1) presque partout libre (les stabilisateurs principaux sont 
l’identite), il suffit en effet de prendre le quotient de l’action par son noyau qui 
est un groupe cyclique Z/mZ. L’utilisation des thtoremes standards d’action 
de groupes compacts sur les varittes (voir par exemple [Bre72]) indique que le 
quotient de V par U(1) est necessairement le segment [-1, +l] ou encore le 
cercle S ‘. Dans le premier cas, en recollant des voisinages tubulaires, on ob- 
tient comme varittt V la sphere S2 munie de I’action de U(1) qui consiste a 
tourner autour d’un vecteur constant BE S2. Dans le second cas, V est le tore 
T2 = S’ x S’, muni de I’action qui consiste a faire tourner un des facteur tout 
en laissant l’autre fixe, cette derniere variete ne posstde pas de structure sym- 
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plectique hamiltonienne. 11 reste done la seule possibilite V=S* et la methode 
d’extension symplectique nous donne la classe de tous les fib&s associts aux 
structures de contact en cercles au dessus de la surface Xg de fibre type S*, en 
d’autres termes W= YxU(iJ S2. 
Le moment de I’action de S’ possede dans ce cas, deux nappes de points cri- 
tiques qui correspondent aux deux sous fib&s X’ et X- de Y xU(t) S*, diffbo- 
morphes a Xg et definis par l’tquation (B 1 u) = kl . On remarque alorc que 
cette construction est celle de la classe des varietes symplectiques compactes de 
dimension 4 munie d’un hamiltonien periodique H ayant deux valeurs critiques 
mais pas de points critiques isolts ([Aud88] proposition 1.4.2). 
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